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Nous presentons les principales suites quasi aleatoires dans un nouveau cadre qui permet d’integrer 
naturellement les nouvelles suites ‘telescopiques’ que nous proposons au paragraphe 6. Le probleme 
est maintenant d’obtenir des informations sur les irregularites de distribution de telles suites; 
a dtfaut, une etude empirique comparative pourrait preciser leur utilite Cventuelle dans les applica- 
tions 
1. Introduction 
Les suites “altatoires” multidimensionnelles, a valeurs dans [0, l]“, servent au 
calcul approche des integrales de fonctions au moyen de l’approximation 
Lorsque les suites (x1, x2, . . , _N x ) possedent de bonnes proprietes statistiques, 
suites gtntralement obtenues par des recurrences lintaires, on parle de mtthodes 
Monte-Carlo et de suites pseudo-alkatoires. 
Lorsque les points x, sont extraits de suites infinies deterministes ayant de bonnes 
proprietes de repartition, on parle de methodes quasi-Monte-Carlo et de suites 
quasi-akztoires. C’est cette derniere famille qui nous interesse. 
La qualite de repartition est mesuree par la discripance: ttant donnte une suite 
infinie X = (xJ la discrepance au rang N de X est definie par 
D(X, N)=su~p (A(J, X)-Nuol(J)(, 
Correspondunce ir: H. Faure, U.F.R.-M.I.M.-Case W, Universite de Provence, 3 Place Victor Hugo, 
F-13331 Marseille Cedex 3. France. 
0304-3975/94/$07.00 0 1994-Elsevier Science B.V. All rights reserved 
SSDI 0304-3975(93)E0042-3 
132 H. Faure 
ou la borne superieure est prise sur tous les paves J de la forme nf= l [0, Ui[, et od 
A( J, X) est le nombre d’indices n tels que 1 d n d N et x,EJ. 
L’erreur d’integration est explicitement majoree: 
oti V(f) est la variation de la fonction f (au sens de Hardy-Krause). 
L’objectif est done de construire des suites ayant la plus faible discripance possible. 
On est limite inferieurement par un theoreme de Roth (1954) qui assure l’existence 
dune constante C, telle que pour toute suite X on ait D(N, X)3 C,(log N),‘* pour une 
infinite de N. 
A l’heure actuelle, les meilleures suites connues sont telles que D(N, X)< 
K,(log N)“; selon les suites la constante K, est plus ou moins bien maitrisee et cela 
rend les comparaisons difficiles; evidemment l’ordre exact de croissance est inconnu, 
mais diverses raisons font plutot conjecturer (log N)“. 
De nombreuses etudes empiriques facilitees par les moyens informatiques actuels 
montrent une certaine superiorite des suites quasi-altatoires sur les suites pseudo- 
aliatoires, meme dans des problemes en dimensions Clevees lies a la simulation des 
processus; cela malgre une plus grande difficulti: d’implementation que pour les suites 
aleatoires usuelles des ordinateurs. 
Nous definissons le cadre general de presentation des suites quasi-aleatoires dans la 
Section 2, puis dans les paragraphes suivants nous passons en revue les diverses 
familles connues pour conclure avec une nouvelle famille dont l’ttude est en tours; 
quelques approches de problemes ouverts par le biais informatique sont proposees en 
tours d’expose. 
2. Rkeaux et suites associks i des sysdmes de numbration 
Rappelons les notations de Niederreiter [4], geniralisant celles de Sobol’ [7] et les 
notres [ 11. 
Un pa& tltmentaire en base b est un pave de la forme 
P=fi[$$$[ avec O<ai<bdi pour l<ids. 
Un (t, m, s)-rbseau en base b est un ensemble de b” points de [0, 11” tel que 
A(P, b”) = b’ pour tout pave Clementaire de volume b’-” (ce qui suppose 0 d t 6 m). 
Une (t, $-suite en base b est une suite infinie X = (5,) de [0, 11” telle que pour tous 
entiers k 30 et m 3 t, l’ensemble des x, tels que kb” < n <(k + 1)b” est un (t, m, s)- 
rtseau en base b. 
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Ces definitions se gtneralisent encore en changeant de base avec chaque coor- 
don&e: posons B = (b, , . . . , b,) 06 les bi sont des entiers au moins egaux a 2. 
Un pa& 61Cmentaire en bases B est un pave de la forme 
p=r-&$+[ avec O<a,<bf’ pour O<i<s. 
Soient T=(tl, . . . , t,) et M=(mr,...,m,) avec Odti~mi, deux 
posons BM = nf= 1 bT$. 
s-uplets d’entiers; 
Un (T’, M, s)-rtseau en bases B est un ensemble de BM points de [0, 11” tels que 
A(P, B”) = BT pour tout pave Clementaire en bases B de volume B T-M = nf= 1 b:l-“z. 
Une (T, s)-suite en bases B est une suite infinie X =(x,) de [0, 11” telle que pour 
tout k 20 et tout M 2 T (i.e. mi > ti pour 1 <i <s) l’ensemble des 5, tels que 
kBM < n < (k + 1) BM est un (T, M, s)-reseau en base B. 
Avec cette terminologie, on peut enoncer tous les resultats connus et poser de 
nouveaux problemes. 
3. Suites de Halton [3] 
Halton est le premier a avoir construit des suites dont la discrepance est en 
O(log N)“; elles se dtduisent de la suite de van der Corput en base b, 
&,(n)=CZO a,(n)b-‘-’ avec n- 1 =CZO a,(n)b’ (dtveloppement en base b de n-l), 
en posant HAB(n)=(&,l(n), . . . , &,(n)) pour B=(bI, . . . , b,) donne. 
Theoreme 3.1. Les suites de Halton sont des (0, s)-suites en base B si les bi sont premiers 
entre eux deux ti deux (en convenant que (0, . , 0) = 0). 
Theorem 3.2. La discripance des suites de Halton vtrijie 
D(N, H&)<fi b’-l(logN)‘+ 2 bi 
i= 1 logbi i=l 
Remarques. 
- La borne peut etre amelioree par une etude plus fine (gain dun facteur 2”). Voir [l, 61. 
- En pratique, on utilise la suite pi des nombres premiers; alors les suites de Halton 
sont “telescopiques”: pour passer de la dimension s a s+ 1, il suffit de rajouter la 
dernibe composante 4p,+,(n). 
- On n’a aucune borne inferieure (hormis celle de Roth) pour la discrepance m&me 
pour s=2 et (4z(n), &(n)); cet exemple meriterait une approche informatique 
approfondie. 
- Le cas od les bi ne sont pas premiers entre eux deux a deux ne donne surement 
pas des (0, s)-suites, mais peut-&tre est-il possible d’obtenir des (T, s)-suites avec 
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T convenablement choisi; ici aussi une etude informatique en petites dimensions 
pourrait donner des idles. 
4. Suites de Faure [l] 
Notre famille de suites, utilise une seule b 2 s; ces suites sont construites a partir de 
la matrice de Pascal (modb), dtfinie comme suit: 
pour tout rationnel b-adique de [0, 11, x=C~“=~ xjb-j-‘, posons 
c,=f yjb-j-’ r avec Yj= co x, (mod b) j=O *>j j 
oti (5) est le symbole binomial usuel; la fonction C ainsi definie s’identifie a la matrice 
de Pascal modulo b. 
Soit Ks=(kl, kZ, . . . , k,) avec 1~ ki < s; g ce s-uplet nous associons la suite: 
FA,(n)=(Cki(b&), . .. , CkS4&))? 
oti Ck est la puissance kieme modulo b de C (pratiquement on prend ki = i- 1). 
Theoreme 4.1. Les suites FAb sont des (0, s)-suites en base b si b est premier et b>s. 
Theoreme 4.2. La discripance des suites FA,, vtrijie 
DW, FA~)~~(~logN)r+O((logNr-‘). 
Remarques. 
~ La constante devant (log N)” se comporte comme e -slOgiOgs et done tend vers zero 
a vitesse superexponentielle alors que la constante analogue des suites de Halton est 
de l’ordre de es log ‘; mais bien entendu, il ne s’agit que de majorations, ce qui ne 
permet pas une comparaison effective des deux familles. 
- Nos suites ne sont pas telescopiques, ce qui est un inconvenient pour les applica- 
tions en dimension non born&e B priori. 
- Ici aussi, on n’a pas de borne inferieure specifique pour la discrepance, m&me dans le 
cas s = 2 et (&, C4,); nous avons commence la prospection de cette derniere suite 
a la machine, mais sans resultat pour l’instant. 
- Le cas oti b nest pas premier a ttt ttudit par Niederreiter et fait l’objet de la Section 
suivante. 
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5. Suites de Niederreiter [4,5] 
Ces suites gentralisent nos propres suites et celles construites par Sobol’ [7] en base 
2. Nous nous limitons au cas ou b est puissance d’un nombre premier qui donne toutes 
les ameliorations obtenues par cette generalisation. L’ensemble des chiffres 
0, l,..., b - 1 est en correspondance avec le corps fini IF, au moyen de deux bijections 
I,!I (sur IF,) et A (depuis Fb) fix&es au depart. 
Le principe de construction est le suivant: etant don& des elements Ci, r de Fb pour 
1 <i<s,j>l, r>O tels que pour i et r fixes, Ci,? =0 pour j assez grand, on definit la 
i-ieme coordonnee par 
Xn,j- ’ -A et n- 1 = 2 a,(n)b’ 
(developpement de n- 1 en base b, comme a la Section 3). 
Le choix des coefficients Cj,, est tres special de sorte a obtenir des suites 
a discrepance faible; il redonne notre construction dans le cas b premier, has et la 
construction de Sobol’ dans le cas b = 2. 
Une man&e condensee, pour expliciter une bonne famille de C$, *, consiste a utiliser 
le corps des series de Laurent formelles en x-l sur Fb [S]: Soit PI, PZ, . . . , Pi, . . . la 
suite des polyniimes irreductibles unitaires sur Fb, avec d”PiddoPh si i<h; pour 
0 d k < ei, ei = doPi, on developpe X”/( Pi(X))’ en serie: 
f a’(j,k,r)x-‘-’ oti w d 0 depend de i, j, k; 
r = w 
alors Cj, * = a’(q + 1, u, r) oti j - 1 = qei + u (division euclidienne). 
La suite de Niederreiter associte est 
NZb(n)=(x,‘, .. . , xg, avec t=tg= C (ei-1). 
i=l 
Theoreme 5.1. Les suites Nib sont des (t, s)-suites en base b. 
Theoreme 5.2. La discripance des suites Nlf, vhifie 
D(N, Nl;)&, b’ s. &$(@ogN)‘+O((logNY-‘) 
(ou [,I dtsigne la partie entiere). 
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Tableau 1 
Constantes K, dam l’estimation de la discrtpance 
s Halton Sobol Faure b Niederreiter b 
2 
3 
4 
5 
6 
I 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
0.65 1.04 
0.81 1.00 
1.25 1.44 
2.62 1.66 
6.13 3.20 
17.3 5.28 
52.9 15.2 
185.5 39.07 
711.5 90.1 
3370.3 189.2 
16800.9 364.08 
90580 647 
0.26 2 id id 
0.12 3 id id 
0.099 5 0.085 3 
0.024 5 id id 
0.018 7 id id 
0.0041 7 id id 
0.0088 11 0.0029 9 
0.0020 11 0.00060 9 
0.00042 11 id id 
0.00008 1 II id id 
0.000056 13 id id 
0.000010 13 id id 
0.000023 17 0.000021 13 
4.42 x 1O-6 17 id id 
7.8 x lo-’ 17 id id 
1.3 x lo-’ 17 id id 
8.47 x 1O-8 19 id id 
1.36 x lo-* 19 id id 
3.28 x lo- * 23 id id 
Remarques. 
- POW sbb, on a t=t”,=O et pour s>b, on a 
ts, < s(log, s + log, log, s + 1). 
~ La constante K, devant (log N)” est ameliorte dans certaines dimensions 
(4, 8, 9, 14, . ..) par rapport a celle du Theoreme 4.2 (voir le Tableau 1). 
~ Les suites Nib sont telescopiques pour b fix&., mais la suite des polynomes Pi 
donnant les coordonnees successives croit en complexite avec i. 
~ Sobol’ est le premier a avoir utilise des polynomes sur F,, par le biais des suites 
a periode maximale dans Fz, pour donner l’independance necessaire entre coor- 
don&es; mais il n’a pas depasse la base 2. 
_ Le principe de construction de Niederreiter s’applique dans d’autres situations; se 
reporter a [4, 5, 61 pour plus de details. 
6. Suites mix&es [2] 
En base b, les constructions de Sobol’ (b=2) et de Niederreiter (b quelconque) 
donnent des (t, s)-suites avec t #O, suites ttlescopiques pour b fix& et t= tf,. 
En base B, on ne connait pour l’instant que des (0, s)-suites, a savoir les suites de 
Halton. Nous proposons ici de nouvelles suites telescopiques en bases B, obtenues 
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naturellement par mixage des suites de Halton et de nos propres suites; Cvidemment il 
y a d’autres possibilitts de mixage avec les suites de Sobol’ et de Niederreiter. 
Le problkme est d’obtenir des informations sur le comportement de telles suites: 
apparemment ce ne sont pas des (0, s)-suites; existe-t-i1 T tel qu’elles soient des 
(T, s)-suites? nous ne savons pas encore. 
Soit pi le i-i;me nombre premier, avec la convention pa =O; pour k tel que 
pi _ 1 < k <pi, dkfinissons ~1: par 
ZLCk-p~-~-lqqn) n 
oti $pi est la suite de van der Corput usuelle en base pi et oti C est la fonction de Pascal 
en base pi (voir Section 4); posons bk=pi pour pi- 1 < k<pi et i3 1, de sorte que 
(bk) = (2, 2, 3, 5, 5, 7, 7, 11, 11, 11, 11, . . .); le prototype de notre nouvelle famille de 
suites est la suite 
ZB=(z,‘,zi ,..., z”,) avec B=(bl ,..., b,). 
RCfkences 
[l] H. Fame, Discrepance de suites associees a un systeme de numeration (en dimension s), Acta Arithmet. 
XL1 (1982) 337-351. 
[2] H. Faure, Suggestions for quasi-Monte-Carlo users, in: Proc. Internat. Conf: on Finite Fields, Coding 
Theory, and Advances in Communications and Computing, Las Vegas, August 1991, Lecture Notes in 
Pure and Applied Math., Vol. 141 (Marcel Dekker, New York, 1993) 2699278. 
[3] J.H. Halton, On the efficiency of certain quasi-random points in evaluating multi-dimensional 
integrals, Numer. Math. 2 (1960) 8490. 
[4] H. Niederreiter, Point sets and sequences with small discrepancy, Monatsh. Math. 104 (1987) 273-337. 
[S] H. Niederreiter, Low-discrepancy and low-dispersion sequences, J. Number Theory 30 (1988) 51-70. 
[6] H. Niederreiter, Random Number Generation and Quasi-Monte-Carlo Methods, SIAM-CBMS Lecture 
Notes No. 63, 1992. 
[7] I.M. Sobol’, On the distribution of points in a cube and the approximate evaluation of integrals, USSR 
Comput. Math. and Math. Physics 7 (1967) 86112. 
